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understanding. The stochastic tasks which pupils solve at school also
shouldbereallifeproblemsratherthanabstractandartificialexercises.
Theseare the twoconcerns that motivatedtheschool Intervention on
Bayesianinferencedescribedinthisarticle.




lichen Intuition behalten. Die Suchenach einerannehmbarenDefinition
dauertefastdreiJahrhunderteundwarvongroßenKontroversencharakteri¬
siert (Hacking, 1984; Daston, 1988). Ein Endeder Debattenwurde im
zwanzigstenJahrhundertgesetzt,alsmanWahrscheinlichkeitenaufreina-
xiomatischer Basis behandelte. 1933 legte der rassische Mathematiker




wendungbehält die Wahrscheinlichkeitstheoriejedoch einen induktiven
CharakterundwirdwieeineempirischeWissenschaftbetrieben.Diesehyb¬
ride NaturderWahrscheinlichkeitstheorie warderGranddafür, dass sie
erstspätalsTeilderMathematikakzeptiertwurde(Daston,1988)unddass




eines erwachsenenBürgers wesentliche Instrumente sind. Erst Endeder
siebzigerJahrendes20.Jahrhundertswurdenwahrscheinlichkeitstheoreti¬



















Während der Aufklärung sah man das wahrscheinlichkeitstheoretische
Denkenals eine GegebenheitdermenschlichenNatur,derennumerische
Verwirklichungdie formalisierteWahrscheinlichkeitstheoriewar(Daston,
1988). Laplace(1812)meinte,Wahrscheinlichkeitstheorie sei derKalkül
des„sensecommun".DieseVisionwurdein Fragegestellt. DieKogniti-
onspsychologen des 20. Jahrhunderts wollten die ThesederAufklärung







empirisch testen, dass Bayesianisches (also probabilistisches) Schließen
undmenschlichesDenkenübereinstimmen,undentwickeltenExperimente,
bei denendie Probandenderartige Aufgabenlösenmussten. Dieempiri¬
schenResultateschienen zunächsteinerganzanderenWirklichkeitzuent¬
sprechen.TverskyundKahneman(1972)kamen,nacheinerReihevonem¬










nenpositiven Mammografiebefunderhält, wiegroß ist danndie Wahr¬
scheinlichkeit,dassbeiihrtatsächlichBrustkrebsvorliegt?
Bezeichnen wir das Ereignis „Brustkrebs" mit B und einen positiven
MammografiebefundmitM+,sowürdederStochastikerdieAufgabemit


















benstellung in Prozentwerten oder in Wahrscheinlichkeiten ausgedrückt
war. Weiterhinschlugensie vor, eine„natürliche" RepräsentationderIn¬
formationzuverwenden.Siezeigtenempirisch,dassnatürlicheHäufigkei¬
ten probabilistischem Schließen TransparenzverschaffenundProbanden
leichterzukonektenAntwortenkommen.
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wenigenInformationen,die automatischregistriertwerden,d h ohnebe¬
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geradezu: Obwohldie Krankheitbei relativ vielendertatsächlichkranken
FrauenmitderMammografieaucherkanntwird(bei 8von10)undnurbei




dersprachzwischenMathematikundIntuition wirdalso „repariert", wenn
mandieprobabilistische Information in ein natürliches Informationsformat
übersetzt.
WaskannmannundidaktischdurcheineTransformationvonWahrschein¬
lichkeitsformaten in Häufigkeitsformate gewinnen? Sollte man diesen
„Trick"einerÜbersetzungderWahrscheinlichkeitinformationenimAufga¬
bentextinHäufigkeitsinformationenundRückübersetzungderHäufigkeits¬








erwähnte Baumdiagramm,das auch oft imStochastikuntenichtüblichen
62 Untenichtswissenschaft,32.Jg.2004,H.
ZugangzumSatzvonBayeszufindenist. DieempfohlenegrafischeDar-








Inhalt desKnotensfür„Mammografiepositiv" (103) teilen. Imüblichen
BaumdiagrammmitWahrscheinlichkeitengibteskeinerleidirekteHinweis
aufdieLösung.NachAnwendungvonverschiedenenPfadregeln,diema¬





denmeisten Schülernziemlich rätselhaft, wiedie Erfahrang zeigt. Dass
auchderEinsatzvonBaumdiagrammen,diemitWahrscheinlichkeitenbe¬
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1 000
WieimfolgendenKapiteldeutlichwird,wurdebisher didaktischkaumbe¬











der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriffund das frühzeitige Abwägen
zwischenverschiedenenAltemativhypothesen, nicht aberMengenalgebra





untenichteine wesentliche Rolle (Borovcnik 1992, Riemer 1991, Wick¬
mann1990).SiewirdnichtvonallenAutorenalssozentralgesehen,bei¬






















DieLehrpläneder 16Bundesländer,die i.d.R. differenziertnachden3-4

















Bd. 9(Schmidet al., 1996;MitautorRiemer)ausdemKlett-Verlagund
ComelsenMathematikBd. 10(Kuypersetal., 1999).Insofernsindinden








0,8 / \ 0,2
0,096 / \0,904















behandelt wurde Die Wahrscheinlichkeiten eines Pfades ergeben sich
durchMultiplikation aller Wahrscheinlichkeiten längs eines Pfades Die
WahrscheinlichkeitdeslinkenPfadesistdannzB0,01 0,8=0,008
Füreine sachgerechte Interpretationmüssendie Lernendendie Beschrif¬
tungen durch Wahrscheinlichkeiten Ereignissen zuordnen können Die
ersteWahrscheinlichkeitistdiefürBrustkrebs,diezweitediefüreinepo¬
sitiveMammografie,wennBrustkrebsvorliegtundderGesamtpfadsteht
für das Ergebnis „Brustkrebs und positive Mammografie" Die Formel
P(BnM̂)=P(B) P(M+\B)t die „dahintersteckt" wird nicht explizit be¬
handeltManbelasstesbeiumgangsprachhchenFormulierungen DieMul-
tiphkationspfadregel wurdedurch Ruckgnffaufnatürliche Häufigkeiten
begründet HattemandiesBeispielzurEinführungverwendet,sohatteman
imSchulbuchetwadasArgumentgefunden StelleDirvor,manwiederholt





















suchung soll helfenzwischen zwei alternativen Hypothesenabzuwägen




















auch keine Repräsentation durch ein vorstellbares Zufallsexperiment, in
demdieseWahrscheinlichkeitenalsrelativeHäufigkeitendeutbarsind Al¬
lerdingskanndieHerleitungdieBasisbildenfüreinenKalkül,Aufgaben




leitung der Bayesschen Regel ein Baumdiagrammmit Häufigkeiten und
WahrscheinlichkeitenundauchfiktiveDatenausdermedizinischenDia¬
gnostik
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lernderSek. I (10. Klasse;Stichprobe I) undSek. II (LeistungskursMa¬




































numerische Informationen in Aufgabentexten zuordnenundso konkrete
Bayes-Problemstellung lösen zu können. Andererseits „Häufigkeitstrai¬




























WährenddesTrainings(in allen Varianten)sehen die Versuchspersonen
dreiFenster:Ein„Problemfenster"enthältdieProblemstellungmitdennu¬
merischenInformationen(inProzentwerten),ein„Instraktionsfenster"dient
für Erklärung, Instruktion undKommunikationmitdemLernenden, ein
DieseTrainingsgruppewurdenurbei Stichprobe I gebildet, dievorTrainingkein
inhaltsbezogenesWissen unddemnachkeine Repräsentationspräferenz besaß. Sie
diente vor allem der Untersuchung von entwickelten Repräsentationspräferenzen
nachTraining.
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etwasüberStochastikerfahren hatten DieStichprobeII bestandausMa-





telbar vorherimUntenichtbehandelt hatten DieSchulerstammtenaus
verschiedenenGymnasienausdenLandernBerlinundBrandenburgund










Wahrenddie Leistungstests bei SedlmeierundGigerenzerausschließlich
AufgabemtemszudichotomenBayesschenInferenzproblemen(vgl Kapitel
1) enthielten, differenzierten wirmehrere Itemtypen mitunterschiedlichen
Anforderangen (siehe unten) Die Kontexte der Aufgabemtems stammen













































ItemtypA2 AusdengegebenenInformationen soll ein kontextbezogenesBayes-
Problemgelostwerden AlleindieseAnforderungwar,wieobenbe¬
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ItemtypA4 AusdengegebenenInformationen soll ein kontextbezogenesBayes-
Problemgelostwerden,dasimUnterschiedzuTrainingsaufgabeneinen















CDie Wahrscheinlichkeit, daß das DNA-Profileines Unschuldigen























































8 DerNachtestenthieltjeweils3ItemsvomTypA2(mitAO,A0+,AI AIt-), 1 Item
vomTypA3und1 ItemvomTypA4(nurinStichprobeII)


















- C)P(Motoraus)=0,01,A)P(Rauch | Motoraus)=0,99,B)P(Rauch
| Motornichtaus)=0,1
ErwartetesVerständnisnachFREQ-Trainingsinngemäß:






























































ImunmittelbarenNachtest 1 ergabensich Leistungenvon32,9%), 58,1%
bzw.43,3%.'° Imspäteren Nachtest2 zeigten sich deutlich zunehmende
Unterschiede zwischen Prob (6,6%) und Freq (40,3%) bzw. Combi










































































keitstraining 74%der LK-Schüler bei den dichotomen Bayes-Problemen
(A2)diegelernteMethodebenutztenundsogarnur39%beiA3-Problemen
bzw. 52%bei A4-Problemen. Demgegenüberbenutztennach Häufigkeits¬
trainingbeiA2-Problemenca.96%undsonst92%diegelernteMethode.






















vor nachA2 A3 A4
Bei den Schülern der 10. Klasse ohne Vorwissen aus dem Untenicht

















































II) imNachtest 1 ergab folgende Unterschiede zwischendenTrainings¬
grappenindenerbrachten(mittleren)LeistungenindenvierLösungspro¬
zessschritten(sieheoben).BeiA2-ProblemenzeigensichdieUnterschiede
amdeutlichsten in den Schritten „Labein" und „Berechnen". Bei A3-





























1 1 1 1
DFreq
(LK)
Labein Strukturieren Verarbeiten Berechnen
3.4DiskussionundImplikationen
DieErgebnissedieserStudieundfrühererStudienvonSedlmeierundGige¬
renzer sind Belegedafür, dass die Darbietungsformentscheidenden Ein¬
flussaufindividuelleVerarbeitungsprozesseunddamitaufdenLernerfolg
hat. DieHypothese,dassaufHäufigkeitsdarstellungbasierendesTraining
gegenüber üblichem, formalen Wahrscheinlichkeitstraining zu höherem








Befunde stützen die kognitionspsychologische Theorie, dass „natürliche
Häufigkeiten"alsevolutorischursprünglicheFormfürdieMitteilungvon
Wahrscheinlichkeitsinformationenbesondersadaptivsind(„adaptivealgo-













wurdenvier sequentielle Lösungsschritte klassifiziert. Ein Vergleich der
differentiellenLeistungenbeideneinzelnenLösungsprozessschrittenzeigte







aufhin,dass- nebentechnischenGrundfertigkeiten - diejeweiligekon¬
textbezogeneModellierungmitderWahrscheinlichkeitsmethodediegröß¬





Stochastikunterricht gefolgert werden, dass für die SchülerWahrschein¬
lichkeitsprobleme durch eine Übersetzung in Häufigkeiten leichter ver¬
ständlichwerdenunddadurchnachhaltigereLernerfolgemöglichsind(vgl.

















































17EsexistierteinbisherunveroffManuskript Wassner,C, Biehler,R, Schweynoch,S
&Martignon,L AuthentischesAnwendenderBayesschenRegel-Arbeitsmatenahen
unddidaktischeKommentarefürdenStochastikunternchtderSekundarstufeI
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WiegutistderAIDS-Test?












angenommen werden Die Bevölkerungsstatistik gibt an, dass in NRW
18000000Menschenleben
* ImSprachgebrauchhatsichAIDS-Testeingebürgert AIDSbezeichneteigentlich
die Krankheit,diemanbekommenkann,wennmanmitHIVinfiziert ist HIV
kommtvomengl „humanimmunodeficiency virus" =„Immunschwache-Virus
beimMenschen"
NachkurzerDiskussionüberdie Textinhalte soll versuchtwerden, eine
Fragestellungzukonkretisieren „Stell dir vor, einebeliebigePersonaus
NRWbekommtmitgeteilt, dass ihr Testpositiv ist Wiesicherkannsie
sein,dasssietatsächlichHlV-infiziertist?"NächsterSchrittistdieFormu¬
lierung des zugehörigen wahrscheinhchkeitstheoretischen Problems, das
gelost werdensoll „Wiehoch ist dieWahrscheinlichkeit füreineHIV-
Infektion,wennderTestpositivist %?"







Aufstellung von Haufigkeitsbaumen Umdie Schuler zumaktiven und
sorgfaltigen„NachdenkenüberdieSituation"zubewegen,werdeninder
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- VerteiledieBevölkerungvonNRWaufdieverschiedenenMöglichkei¬
ten WievielePersonensindesjeweils?
































































sche, individuelle undgesellschaftliche Bedeutungder Problematik des
ThemasAIDSundderDiagnosenahegebracht
InStunde4wirddasThemadesEinflussesderBasisrateaufdasErgebnis






Haufigkeitstabelle (sieheAbb 12a), die ebenfalls sehr intuitiv erarbeitet
werdenkann DieGrandeliegeneinerseitsinderForderungeinerhöheren
FlexibilitätderModellierung,andererseitsindertatsächlichenBenutzungs¬
relevanzimAlltagbzw in dergymnasialenOberstufe ImVergleichmit
derTabellewirdnunaucherstmals ein „vollständiger Haufigkeitsbaum"
entwickelt(„Doppelbaum",sieheAbb 12b,vgl Wassneretal,2002) Im




Gesamt 7500 848 6652
TESTpositiv 867 847 20

























847 1 1 20 6632
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ation als eine Neubewertungeiner Wahrscheinlichkeit unterneuenDaten
(RevisionderWahrscheinlichkeit),dasEinführenwichtiger,neuerBegriffe,
19TrotzderhohenAnalogiederDarstellungenBaumundTabellekönnenVorteileder








P(Daten| Nullhypothese)) DemBayesiamschen Zugangzur Statistik hegt










terschaftstest, Krebsfruherkennung, BSE-Knse, Drogenkontrollen im Stra¬
ßenverkehr,UrteileundDNA-EvidenzvorGencht) AnhanddieserBeispiele
sollendieSchulererlernen,sowohlinSituationenzudenken,Matenalzuela-
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Erhebungen
Tab 2 Ablaufplan,Untemchtsstudie
Stichprobe Unterricht Klassenarbeit Befragungen BAYES-Test
Fünf9 Klassen, Beobach¬ unmittelbar Schulerfragebogenca 4Monate












stellung mittels derselbenKlassenarbeitdurchgeführtwerden, die in Ab¬
sprachederAutorenderReihemitdenteilnehmendenLehrernentwickelt
wurde DieKlassenarbeitbestandauszweikontextuellverschiedenenAuf¬
gaben, diejeweils in 5 Teihtems(a-e) untergliedertwaren DieAuswer-



















































undLehrerbefragungen DerSchulerfragebogen enthielt eine Reihe von
nichtleistungsbezogenenItems(zB zumeigenenSachinteresse,zuselbst-
undfremdbestimmterMotivation,Selbststeuerung,Tatigkeitsanreizen)und
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Variable SummeBewertung SummeAufgl SummeAufg2
Mittelwert 38,8 22,8 16.1
Median 40,0 23.0 18
Modus 42 27 19
Minimum 15 6 0
Maximum 48 27 21
Standardabweichung 6,54 3.89 4,10
ErstesQuartil 35,0 21,0 14,0













2678,6%=(mittl.) Anteil andereneichbarenPunktsumme(max.14) fürden Schritt
„verarbeiten".
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demselben Leistungstest, denbereits die Laborschulerabsolviert hatten
Abbildung14zeigtdenVergleichdermittlerenTestleistungen(alsAnteile
andeneneichbarenPunktsummen)zwischendenuntemchtetenGymnasi-


































1 2 3 4 Mittel¬
wert
Item
(Rating 1 volleZustimmung 4volleAblehnung)
5 1 16 118 38 Dl Die Verwendungdes Baumeshabe ich bis
jetztnichtrichtigverstanden
66 59 11 4 1 7 D2 DasÜbersetzenderTextangabeninWerteim
Baumhabeichleichtverstanden
67 57 9 6 1 7 D3 Ichkonntegutsehen,wiederBaummirhalf,
dieProblemezulosen
73 39 18 10 1 8 D4 EshatmehrSpaßgemacht,miteinemBaum
zu arbeiten als mit irgendwelchen Formeln wie
sonstinMathe
57 66 11 6 1 8 D5 ImBaumwurdeallesklarer,weilmandaje¬
weilsdieAnzahlenvonPersonenerkennenkonnte
/ 2 3 Item
(multchoice,3-stufig)









Modellierungselbst Esmussdeutlich daraufgeachtet werden, dass alle
SchrittedesModelherungs-undLosungsprozessesgleichermaßenverstan¬


















derEinübungvonLösungsroutinen vorallem das Verständnis mitdem
Häufigkeitszuganggefördertwurde.AllerdingserfolgteinunsererUntersu¬
chungenkeinsystematischerVergleichverschiedenerZugängeunterUnter¬
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tätsbezogenen Mathematikuntemcht, ISTRON-Reihe Bd.4, Hildesheim:
Franzbecker.38-57


















kung auf statistisches Denken. In: Hell, W./Fiedler, K./Gigerenzer, G.
(Hrsg.): KognitiveTäuschungen- Fehl-LeistungenundMechanismendes
Urteilens,DenkensundErinnems.Heidelberg:Spektrum,S.99-127.
Gigerenzer, G.&Hoffrage, U. (1995).Howto improveBayesianreasoning
without instruction: Frequencyformats. Psychological Review, 102, 684-
704.
Hacking,I. (1984).Theemergenceofprobability.CambridgeUniversityPress.


























Schmid,A&Weidig, I. (1996,Hrsg.). LambacherSchweizer9- Mathemati¬
schesUntenichtswerkfürdasGymnasium,AusgabeNRW.Stuttgart:Klett
Sedlmeier, P. (1997). BasicBayes:AtutorsystemforsimpleBayesian infer¬
ence.BehaviorResearchMethods,Instruments,&Computers.29,328-336.
Sedlmeier,P. (1999). ImprovingStatistical reasoning: Theoreticalmodeis and
practicalimplications.Mahwah:LawrenceErlbaumAssociates.
Untenichtswissenschaft,32.Jg.2004,H. 1 95
Sedlmeier, P.&Gigerenzer,G.(2001). TeachingBayesianreasoningin less
thantwohours.JournalofExperimentalPsychology:General 130(3).380-
400.
Shaughnessy,J.M. (1992).Researchin ProbabilityandStatistics: Reflections

















den Lehrenden Frau Niederkleine, Herrn Gößling, Herrn Schweynoch,
HerrnWellerundHerrnHötgerundallenSchülerndesFreihen-vom-Stein
GymnasiumsBünde(Westfalen),diebei derUntenichtstudie mitgewirkt
haben.
AnschriftderAutoren
ChristophWassner
Prof.Dr.RolfBiehler,UniversitätKassel,Fachbereich17,
Postfach101380,34109Kassel,
E-Mail: wassner@mathematik.uni-kassel.de
biehler@mathematik.uni-kassel.de
Prof.Dr.LauraMartignon,PädagogischeHochschuleLudwigsburg,
Postfach220,71602Ludwigsburg
E-Mail:martignon_laura@ph-Ludwigsburg.de
96 Untenichtswissenschaft,32.Jg.2004,H.
